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азвитие неаналитических методов,
особенно компьютерных, создало

иллюзию неактуальности аналитичес�
ких результатов и неэффективности со�
ответствующих математических моде�
лей, упрощенно описывающих
технический объект. Однако в задачах
оптимального проектирования востре�
бованность имеющихся аналитических
результатов объясняется необходимос�
тью надежной оценки качества числен�
ного или физического эксперимента,
локализации области поиска и умень�
шения числа исследуемых параметров,
а также необходимостью иметь количе�
ственную оценку уменьшения эффек�
тивности при вынужденном отступле�
нии в проекте от аналитического
оптимума. Последнее относится к так
называемым винтам с разгрузкой кон�
цевых сечений от оптимальной нагруз�
ки. Разгрузка снижает виброактивность
винта, но приводит к уменьшению эффективности по срав�
нению с оптимальным значением, так что часто требуется
знать величину указанного уменьшения эффективности, т.е.
цену принятой разгрузки концевых сечений лопастей.

В данной статье пранализированы история и современ�
ное состояние  аналитических условий оптимума для конеч�
но�лопастного гребного винта.

Впервые теорему об оптимальном конечно�лопастном
гребном винте (ГВ), т.е. с минимальными индуктивными
потерями при заданном упоре, сформулировал Бетц в 1919 г.
в своей работе [1], выполненной под руководством Прандтля
в аэродинамической лаборатории при Геттингенском универ�
ситете. Эта работа была логическим продолжением диссер�
тации еще одного аспиранта Прандтля–Мунка, в которой в
1918 г. впервые было получено распределение нагрузки по
размаху крыла конечного размаха, дающее минимум индук�
тивного сопротивления при заданной подъемной силе. Об�
зор соответствующих работ Жуковского и
Прандтля, а также их учеников, содержится в
[2]. Метод рассуждений Мунка подробно опи�
сан в [3].

В работе Бетца был рассмотрен изолиро�
ванный слабо нагруженный конечно�лопаст�
ной ГВ. Бетц дал только правильную форму�
лировку теоремы, в то время как данное им
доказательство оказалось несостоятельным,
на что указал в 1939 г. Ф.И. Франкль [4]. Кор�
ректно и полно доказать указанную теорему в
1937 г. смог Н.Н. Поляхов [5]. Его формули�
ровка теоремы практически совпадает с дан�
ной Бетцем: «…Поток, создаваемый винтом с
наименьшей потерей энергии, будет таков, как
будто вихревая пелена в бесконечности за вин�
том затвердела и двигается в осевом направ�
лении с удвоенной скоростью смещения в дис�
ке движителя», или, точнее,

              ��� =β����12 , ��� 1 ��� ∈ , (1)

где  1�� – нормальная к тонкой поверхности

свободных вихрей (ПСВ) вызванная скорость
для рассматриваемой точки несущей линии,
обезразмеренную делением на окружную ско�

рость конца лопасти; она равна ��π2 ;

β – угол поступи, который составляет вектор

переносной скорости элемента несущей ли�

нии с плоскостью нормальной к оси винта и который изме�
рен в плоскости цилиндрического сечения на данном радиу�
се.

Точнее, tgβ = J/(πr), где r – относительный радиус;
 J =  V/nD  – относительная поступь винта, диаметром
D (D = 2R), поступательной скоростью V и частотой враще�
ния n. Здесь  имеется в виду ГВ, создающий заданный упор
(заданную осевую силу), и поэтому указанная теорема отно�
сится не только к винту с наименьшей потерей энергии, но и
с максимальным КПД и к другим эквивалентным случаям,
исчерпывающий список которых приведен в табл.1 [6].

Первое обобщение теоремы Бетца в 1919 г. без всяких
математических доказательств, дал Прандтль в приложении
к указанной выше работе Бетца. Математическая модель,
соответствующая этому обобщению, называется «оптималь�
ный умеренно нагруженный гребной винт (ОУНГВ)». Усло�
вие оптимума (1) видоизменяется:

�����
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�� �� =β����12 , ��� 1 ��� ∈ , (2)

где вместо угла поступи β, независящего от вызванных ско�
ростей, в знаменателе используется угол индуктивной по�
ступи βI, определяемый соотношением

������	
 ��� ��� βπβ 1+= (3)

Половина выражения в левой части условия оптимума
Прандтля (2), которая называется скоростью смещения, вхо�
дит в соотношение (3) и, следовательно, βI зависит от выз�
ванных скоростей. Это обстоятельство делает математичес�
кую модель ОУНГВ нелинейной. Эта модель была подробно
изучена и получила широкое распространение в практике
проектирования ГВ, обеспечивая хорошее согласование с эк�
спериментом, которое еще зависело от способа учета попра�
вок на ширину лопастей и вязкость. Для практических расче�
тов изолированного ОУНГВ были разработаны графики и
диаграммы, позволяющие спроектировать изолированный
ОУНГВ, соответствующий заданным числу лопастей, отно�
сительной поступи и коэффициенту нагрузки по упору:

��� 222 �	
�
� πρ= . (4)

Из условия оптимума Прандтля (2) нельзя непосредствен�
но найти оптимальное распределение циркуляции по радиу�
су лопасти. Это распределение, которое не является универ�
сальным для ГВ с различными числом лопастей,
относительной поступью и коэффициентом нагрузки по упо�
ру, было получено в 1929 г. Гольдштейном в ходе решения
задачи потенциального обтекания в безграничной жидкости
движущихся поступательно вдоль оси с удвоенной скорос�
тью смещения твердых правильных тонких геликоидов, ра�
диуса R, расположенных на равных угловых расстояниях, и
числом, соответствующим числу лопастей. Гольдштейн фак�
тически нашел течение жидкости на бесконечности за опти�
мальным ГВ, полностью соответствующее оптимальному ус�
ловию Прандтля (2). Шаг этих геликоидов PH, постоянный
по радиусу и по оси, определяется углом βI по формуле

�� ��
 βπ 	
� = . (5)

Искомая циркуляция равна разности потенциалов на
поверхности геликоида с разных его сторон на данном ради�
усе (от осевой координаты эта разность для бесконечных ге�
ликоидов не зависела). Для удобства было введено понятие
поправки Гольдштейна на конечное число лопастей. Этот
поправочный коэффициент равен отношению осредненной
по окружности окружной составляющей вызванной скорос�
ти на данном радиусе к окружной составляющей вызванной
скорости на том же радиусе, но для точки, лежащей на несу�
щей линии.

Долгие годы винты по вихревой теории проектировались
с использованием поправок Гольдштейна на конечное число
лопастей, что позволяло находить оптимальное распределе�
ние циркуляции по радиусу винта, а затем остальные эле�
менты лопастей (шаг, ширину, кривизну, толщину и форму
профилей цилиндрических сечений лопасти). Теория Пран�
дтля, как указывалось выше, давала приемлемые результаты
в реальном проектировании, и одной из причин этого, как
считал профессор В.М. Лаврентьев, было замечательное свой�
ство модели ОУНГВ, состоящее в равенстве модулей отно�
сительной скорости для этого винта на каждом радиусе дале�
ко впереди и далеко позади в струе винта. Это и обеспечивало
равенство давлений далеко впереди и далеко позади изолиро�
ванного умеренно нагруженного винта, что согласуется с эк�
спериментом, когда сжатием струи можно пренебречь.

Отсутствие строгого математического обоснования ус�
ловия оптимума Прандтля (2) дало повод в нем усомниться.
С появлением компьютеров были предприняты численные
исследования влияния распределения циркуляции по радиу�
су на эффективность изолированного винта. В 1971 г. чис�
ленным поиском оптимума было обнаружено, что перегрузка

концевых сечений лопастей по сравнению с оптимальным
распределением по Прандтлю дает возможность получить
расчетное значение эффективности, заметно превышающее
то, которое соответствует оптимальному распределению цир�
куляции.

Модельный эксперимент Холдена в Норвегии в 1983 г. не
подтвердил этот странный результат. Специалисты в облас�
ти движителей активно начали искать объяснение этому па�
радоксальному явлению. В отечественной работе [7] было
предложено называть рассматриваемое явление парадоксом
Лукакиса и обосновано объяснение причины его возникнове�
ния. Она заключалась в использовании в расчетах Лукакиса
вихревой модели Лербса (предложенной им в 1952 г.), соглас�
но которой свободные вихревые нити имеют постоянный ра�
диус и шаг, но по радиусу несущей линии шаг неодинаков, а
равен шагу линии тока в точках несущей линии, где начина�
ются полубесконечные свободные вихревые нити. Такая вих�
ревая модель является нелинейной, но существенно наруша�
ет условие расположения свободных вихревых нитей вдоль
линий тока относительного движения, как это следует из те�
оремы Н.Е. Жуковского (1912 г.) и как это должно выпол�
няться в корректной нелинейной модели.

Для корректной нелинейной вихревой модели даже при
допущениях схемы несущей линии получить условие опти�
мума в аналитическом виде пока не удается. Создание такой
упрощенной нелинейной модели, которая не была бы подвер�
жена явлениям аналогичным парадоксу Лукакиса, не уда�
лось. Американская школа под руководством Кервина в 1986 г.
нашла выход из парадокса Лукакиса путем замораживания
формы поверхности свободных вихрей в процессе численной
оптимизации с использованием нелинейной пяти парамет�
рической модели. В настоящее время поверочные расчеты с
использованием программ полного решения уравнений На�
вье–Стокса позволяют получить истинный нелинейный вих�
ревой след без всяких упрощений и с полным учетом вязкос�
ти. Однако ввиду значительной ресурсоемкости пока
оптимизация распределения циркуляции путем вязких пове�
рочных расчетов нереализована и недоступна инженерам.

Автор статьи разработал в 1982 г. приближенную модель
вихревого следа, которая, как показали многочисленные про�
ектировочные расчеты и испытания реальных винтов, для

умеренно нагруженных винтов (

�� <2) дает вполне надеж�

ные результаты и гарантированно свободна от явлений, по�
добных парадоксу Лукакиса. Эта модель называется обоб�
щенной линейной моделью (ОЛМ) вихревого следа и она
разработана специально для замены схемы Лербса. Главная
отличительная черта ОЛМ это то, что поверхность свобод�
ных вихрей представляет собой для каждой лопасти правиль�
ный геликоид, имеющий заранее заданный шаг PFVS, отлича�
ющийся от шага поверхности траекторий переносного
движения, как предполагали Бетц и Поляхов.

Алгоритм определения PПСВ для винта в заданном ради�
ально неравномерном поле в зависимости от числа лопас�
тей, относительной поступи, коэффициента упора и относи�
тельного радиуса ступицы описан в [6]. Главное в этом
алгоритме то, что шаг ПСВ зависит только от заданных ве�
личин и не зависит от вызванных скоростей и не варьируется
при решении вариационной задачи. Полученное автором обоб�
щение теоремы Бетца–Поляхова доказывается строго в рам�
ках ОЛМ. Именно использование этой модели позволило
получить аналитическое обобщенное условие оптимума и
успешно использовать его для практического проектирова�
ния судовых гребных винтов, работающих в неравномерном
поле скоростей. Отметим, что именно благодаря приведенно�
му ниже строгому доказательству обобщения теоремы Бет�
ца–Поляхова стало возможно обоснованно утверждать, что
ОЛМ свободна от явлений, подобных парадоксу Лукакиса.

Обобщенное условие оптимума, дающее обобщение тео�
ремы Бетца–Поляхова в рамках ОЛМ, имеет следующий вид:



�
�

�
�

�
�

�
�
	


�

�



�
�

��
�

�
�

�
�

�



�
	


�

�
�

�
�

�






��� �������	

� ���������	�
���








 +−−

−+−=

���

���
��

���

��
���

��

��

�

��

	

	

��

	

	
��

�

����

�

��

�	�

�

22

0
1

2

112

λλ

λ
β

ψθ

ψ

�

, ��� 1��� ∈ ,   (6)

где �	��	� ��
 βπ 	
� = ;  +−≈ 2
1

2 2 �� ϕθπ 	��	�

2
1�� �		 ϕ++ ; ��� ��	�� πλ 2= ; ��� 24 ���	�� �� π= ;

��� 22 ��π�� = ; V – скорость судна; cD – коэффициент

профильного сопротивления цилиндрического сечения ло�
пасти на данном радиусе; b – ширина лопасти на данном
радиусе; с – постоянная; t – заданный коэффициент засасы�
вания; VϕX1 – осредненная по окружности осевая составляю�
щая скорости заданного попутного потока для точек несущей
линии, положительная в сторону вихревого следа; Vϕθ1 – ос�
редненная по окружности окружная составляющая скорости
заданного попутного потока для точек несущей линии, поло�
жительная в сторону вращения винта; Γ – циркуляция выз�
ванной скорости по замкнутому контуру, пересекающему по�
верхность свободных вихрей один раз на соответствующем
радиусе.

Процесс доказательства этого обобщения состоит из сле�
дующих шагов:

1) доказательство обобщенных интегральных равенства
и неравенства Поляхова;

2) получение выражений для действующих на винт сил в
рамках ОЛМ и допущений вихревой модели «несущая линия»
с последующим упрощением для «умеренной» нагрузки;

3) постановка вариационной задачи;
4) получение необходимого условия экстремума (получе�

ние обобщенного условия оптимума);
5) доказательство достаточности найденного условия

экстремума для получения искомого минимума коэффици�
ента потерь мощности при заданном коэффициенте упора.

Рассмотрим перечисленные шаги последовательно.
1. Следуя Поляхову и применяя 2�ю и 3�ю формулы Гри�

на, в работе [6] доказывается обобщенное интегральное ра�
венство Поляхова для ОЛМ путем рассмотрения потенци�
ального обтекания бесконечных в обе стороны правильных
геликоидов, имеющих заданный шаг PH, который связан с
углом βFVS формулой (5):

�������� �	��

�

�

�

�

�	��

��

������������ ββ ∫∫ = 00
�� . (7)

Отличие от интегрального равенства, данного Поля�
ховым в [5], только в угле βFVS (вместо β1) и в том, что у
Поляхова поверхность свободных вихрей не считается пра�
вильным геликоидом, а угол β1 зависит от вызванных ско�
ростей, взятых для точек несущей линии. Сами полубеско�
нечные вихревые нити у Поляхова имеют постоянный
радиус и шаг, но для разных радиусов этот шаг может быть
различным. Полное совпадение картины течения у автора
и Поляхова имеет место при слабой нагрузке, когда
βFVS =β1 = βI и полубесконечные линии свободных вихрей
совпадают с траекториями переносного движения изоли�
рованного винта.

Все вышесказанное относится и к обобщенному неравен�
ству Поляхова, которое доказывается с использованием 1�й
формулой Грина методом, указанным Поляховым в [6]:

0>∫ ���� �	�

�

�

�

�

������ β� при 0≠�  . (8)

2. Выражения для действующих на винт сил в рамках ОЛМ
и допущений вихревой модели «несущая линия» получаются с
использованием теоремы Жуковского, примененной к каждому
элементу прямолинейной (перпендикулярной к оси) несущей
линии, а именно, для упора и для момента соответственно:

∫ ++−−−=
�

�

��

�

��	�	�	����
 ������ 11112 ψψθθπρ � ; (9)

∫ −−+++=
�

�

��

�

���	����	�	�� ������ 1111 2 ψθθψ πρ � , (10)

где z – число одинаковых лопастей.
Отличие этих формул от общепринятых пока только в

учете заданных скоростей неравномерного попутного потока
VϕX1, Vϕθ1 и введении новой величины S, характеризующей
профильное сопротивление.

Замечание. В [8] дано такое представление этих формул, которое содержит

только одну функцию  1�� вместо двух �θ1 и �X1, обозначающих окружную и

осевую составляющие вызванной скорости для точек несущей линии. Это стало
возможным благодаря тому, что шаг ПСВ считается заданным и вызванная ско�
рость обладает в этом случае свойством перпендикулярности на бесконечности  и
свойством половинности для точек несущей линии [9, 10], а именно:

�	��� �� β���11 = ; (11)

�	���� βθ �
�11 = ; (12)

21 ��� �� = . (13)
Указанное, как показано в [8], позволяет получить необходимое условие оп�

тимума для конечнолопастного гребного винта с учетом формально любой нагруз�
ки и профильных потерь. Достаточность в этом случае строго доказать не удается, но
соответствующие расчеты показывают, что найден искомый минимум и что разли�
чие по величине эффективности и оптимальному распределению циркуляции с рас�
смотренным в этой статье случае «умеренной» нагрузки очень мало [6].

Потери мощности N очевидно равны разности расходуе�
мой мощности PD и полезной мощности, производимой по�
лезной тягой TE

�� �	
��	

� �� −−=−= 12π . (14)

Здесь учтено, что полезная тяга связана с упором через
коэффициент засасывания формулой

�� �

� −= 1 . (15)

Учет коэффициента засасывания t необходим, так как в
данной работе рассматривается винт не изолированный, а в
попутном потоке судна, т.е. взаимодействие с корпусом при�
нимается во внимание, но в том приближении, когда коэф�
фициент засасывания и скорости попутного потока счита�
ются заданными.

После подстановки в (14) выражений (9) и (10) для упо�
ра и момента, проведения всех необходимых вычислений и
перегруппировок отдельных слагаемых, можно получить сле�
дующее выражение для потерь мощности:
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(16)

Каждое слагаемое в (16) представляет собой долю конк�
ретной составляющей в общем балансе потерь мощности
системы «корпус–винт»:
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– 1�е слагаемое представляет собой потери мощности,
связанные с наличием силы засасывания; оно отлично от
нуля, только если t ≠ 0; например, для описанного ниже про�
екта 1 составляет 15,42% PD;

– 2�е и 3�е слагаемые представляют собой потери мощно�
сти или утилизируемую ГВ мощность от взаимодействия с
заданным радиально неравномерным попутным потоком, со�
ответствующим рассматриваемому корпусу; нетрудно видеть,
что ГВ получает дополнительную энергию от взаимодействия
с внешним потоком, когда осевая составляющая попутного
потока направлена в сторону движения судна и окружная
составляющая попутного потока направлена в сторону, про�
тивоположную вращению ГВ, эти слагаемые входят в выра�
жение для потерь мощности в этом случае со знаком «ми�
нус»; например, для проекта 1 дополнительная мощность,
утилизируемая винтом из попутного потока, составляет
34,80% и 6,96% от PD для осевой и окружной составляющих
попутного потока соответственно;

– 4�е и 5�е слагаемые выражают потери мощности на
образование осевой и окружной вызванных скоростей (ин�
дуктивные потери); например, для проекта 1 составляют
17,05% и 8,59% соответственно;

– 6�е слагаемое связано с профильным (вязкостным)
сопротивлением цилиндрических сечений лопасти; если вяз�
кость жидкости не учитывается (ε = 0), эта составляющая
обращается в нуль; например, для проекта 1 составляет 13,28%.

Выражение (16) полезно тем, что в случае конкретного
проекта ГВ позволяет более детально проанализировать, на
что и в какой степени расходуется потребляемая ГВ мощность.
Например, в проекте ГВ1, спроектированного с использовани�
ем обобщенного условия оптимума, учитывающего взаимодей�
ствие с корпусом, дополнительная мощность, утилизируемая
винтом, составляет 41,76% PD, а для аналогичного проекта 2,
спроектированного с использованием условия оптимума Пран�
дтля, не учитывающего взаимодействие с корпусом, дополни�
тельная мощность, утилизируемая винтом, составляет всего
35,05% (т.е. на 6,71% меньше) PD. При этом относительное пре�
имущество проекта 1 над проектом  2 по величине пропульсив�
ного коэффициента составило только 2.10%, что объясняется
увеличением индуктивных потерь для проекта 1 по сравнению
с проектом 2, который действительно дает минимум индук�
тивных потерь в полном соответствии с условием оптимума
Прандтля (строгое доказательство справедливости которого в
рамках ОЛМ является следствием доказанного в настоящей
работе обобщенного условия оптимума (ОУО).

Для доказательства предлагаемого обобщения теоремы
Бетца–Поляхова используются упрощенные безразмерные
выражения для силы, момента и потерь мощности. Примем
вызванные скорости малыми первого порядка по сравнению
со скоростью судна. Это будет соответствовать «умеренной»
нагрузке, так как, согласно ОЛМ, шаг ПСВ задается в общем
случае неравным шагу переносного движения несущих ли�
ний, хотя указанные шаги, отнесенные к диаметру, отлича�
ются на малую первого порядка. Формально это означает,
что безразмерные функции Γ, VϕX1/V, Vϕθ1/V и постоянная t

предполагаются малыми первого порядка; функция �  –
малой второго порядка, а относительный радиус ступицы

��� �� �= , относительная поступь J ( ��� πλ= ), безраз�

мерная относительная скорость �	  и ширина лопасти на

данном радиусе, отнесенная к диаметру, � малыми величи�
нами не являются.

В этих предположениях (9) и (16) упрощаются:

∫=
1

2 4
��


 ����� ����π ; (17)

�������� �

���	��

�

�

��

�

��������� ++= ∫ βωπ 1

1
3 4 �� , (18)

где ��� 42��
�
 ρ= ; (19)

��� 53����� ρ= ; (20)

�				�� �����

�

� ������� 1
2

1 ϕθϕ λλ +++= ; (21)

��� ��

�

�� ��� 22 += λ . (22)

Отметим, что расчеты, как указывалось, показали незна�
чительное влияние сделанных допущений о малости вызван�
ных скоростей на результаты оптимального проектирования
ГВ, но только с одной оговоркой: выражения для коэффици�
ента упора и для потерь мощности при выполнении конкрет�
ного проектировочного расчета с использованием ОУО дол�
жны браться без указанных выше упрощений [по (9) и (16)].

3. Сформулируем рассматриваемое обобщение как изо�
периметрическую задачу вариационного исчисления. Найти
(удовлетворяющую условиям Гельдера для обеспечения не�
прерывности нормальной вызванной скорости) функцию

распределения безразмерной циркуляции по радиусу ����

или обобщенное условие оптимума, из которого искомое рас�

пределение ����  может быть найдено так, чтобы найденное

распределение доставляло минимум интегралу (18), а значит
минимум безразмерным потерям мощности при заданном зна�
чении интеграла (17), т.е. при заданном значении коэффици�
ента упора kT0. При этом заданными считаются ρ, z, D = 2R,

�� , n, ��� πλ= , �	��	� ��
 βπ 	
� = ; 		 � �1ϕ ;

		 �1ϕθ .

4. Необходимое условие экстремума для поставленной
изопериметрической вариационной задачи это одновременно
равенство нулю первых вариаций интегралов (17) и (18):

∫ =
1

0
��

����δ ; (23)

∫ =+++
1

11 0
��

�

��

�	�

�

�	�

��

� �����
��

� �
������

� δ
β

δ
β

δδ ��
� .(24)

Для дальнейшего достаточно принять линейную аппрок�

симацию функции ���� :

����� 000 ��� −+= ����� ; (25)

�� δδ 0��� ���� = . (26)

Используя, кроме того, свойство половинности (13) и
обобщенное интегральное равенство Поляхова (7), можно

связать вариации �δ  и 1��δ , что после подстановки в (24)

с учетом (26) дает

∫ =++
1

0
1 02

��

�

��

�	�

��

� �������
�

� ����
���

� ��
�

� δ
β

δδ .(27)

Вынося  �δ  из квадратных скобок систему необходи�
мых условий экстремума (23) и (24) можно переписать в сле�
дующем виде:
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∫ =
1

0
��

����δ ; (28)

∫ =ΓΓ++
1

0
1 0])/(

cos
2[

Hr

x
ND

FVS

nx
N rdrFdSd

w
F δ

β
. (29)

Замечание. Вместо уравнения Эйлера–Лагранжа вариационного ис�
числения для рассматриваемого случая вырожденной изопериметрической
задачи пригодна промежуточная Лемма из доказательства Леммы Дюбуа–
Реймона (du Bois–Reimond) [11, с. 177]. Для справки дадим формулировку
этой Леммы.

Условие постоянства функции на участке интегрирования

������ ����� �∈=ϕ (30)
непосредственно следует из одновременного равенства нулю двух интегралов :

∫ =
�

��

��� 0��η ; (31)

∫ =
�

��

���� 0���� ϕη , (32)

если функции η(r) и ϕ(r) кусочно непрерывны на интервале интегрирова�
ния, а функция η(r)  является, кроме того, произвольной (такой, например,

как вариация �δ ). Важно отметить, что в этой формулировке Лемме не
требуется непрерывности производных рассматриваемых функций, а также
необязательно равенство нулю значений функции η(r) на концах интервала
интегрирования (это важно, когда радиус ступицы  rH ≠ 0, так как  не требует
задания дополнительных граничных условий на ступице в отличие от мето�
да, использующего уравнение Эйлера и основную Лемму вариационного
исчисления).

Вернемся к системе необходимых условий экстремума
(28) и (29) и применим к ней указанную выше Лемму (30)–
(32), учитывая непрерывность соответствующих функций.
В результате получим

�����
�

� �

��

�	�

��

� =++ 0
12 ���

���
�

β
, ��� 1��� ∈ , (33)

что после преобразований с учетом (21) и (22) совпадает с
обобщенным условием оптимума (6), т.е. необходимость это�
го условия для существования искомого экстремума интег�
рала (18) при выполнении изопериметрического условия (17)
доказана.

5. Решение вариационной задачи будет неполным, если
недоказано, что найденное обобщенное условие оптимума (6)
является достаточным и для получения именно искомого
минимума, а не только экстремума рассматриваемого функ�
ционала (18),  при выполнении изопериметрического усло�
вия (17).

Ниже дается такое доказательство. Обозначим оптималь�
ное распределение циркуляции, как соответствующее най�
денному выше необходимому условию экстремума (6) или

(33) – 0
� , а нормальную вызванную скорость – как соответ�

ствующую этому распределению циркуляции 0
1�� . Требуется

доказать, что значение коэффициента потерь мощнос�

ти �� 0
��� , соответствующее 0

� , является минимальным из

всех возможных значений ����� , соответствующих любым

другим функциям � , при удовлетворении всех требований
постановки задачи, в том числе изопериметрическому усло�
вию �



����


�
, которое в данном случае можно  записать с уче�

том (17) в следующем виде:

������

� �� �

∫ ∫=
1 1

0
�� . (34)

Таким образом, требуется доказать, что

���� 0
�� �� �� > (35)

при 0
�� ≠ и при (34), а также при равенстве для сравнивае�

мых вариантов всех тех величин, которые считаются при по�
становке задачи заданными.

Запишем выражение для ����� , подставляя в (18) представ�
ление для функции ����  в виде линейной зависимости (25):

 

.})/(]cos/

)/([{)4/(
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r
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ΓΓ−++

+Γ+Γ=

=Γ−ΓΓ++

+Γ+Γ=Γ

∫

∫

β

π

βπ

(36)

Здесь  для цилиндрического сечения на соответствую�
щем радиусе, – это аргумент той точки на кривой ���� , для
которой представление (25) соответствует касательной. Кри�
вая ����  может быть различной для разных радиусов в силу
«гипотезы плоских сечений», но ее форма, определяемая 0�

и 0��� ���� , для данного радиуса предполагается независя�
щей от величины �  в этом сечении.

Приступая непосредственно к самому доказательству
справедливости неравенства (35), при выполнении условия
(34), разность его левой и правой частей можно записать в
следующем виде:

����������

���������������

�����

��������

�	���	��

�

��

�

�

�

��

�

ββ

π

0
1

0
1

0

1
030 4

��

�����

−+

++−=− ∫
(37)

Здесь учтено, что, как указывалось выше для �����

и �� 0
���   слагаемые �

����0  и  �

������ 00 ����� одинаковы и в

(37) сокращаются, так как имеют разные знаки.
Подставим в правую часть (37) необходимое условие эк�

стремума (33), представив его предварительно, с учетом при�
нятых обозначений, в виде

�	��

�

��

�

� ������� β��������� 0
10 2−=+ � ,

что после перегруппировки слагаемых дает

������

�����

�	���	���	��
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�������������

��������������

βββ

βπ

0
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0
1

0
1

0

0
1

1
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2

24

���

�����

−++

+−−=− ∫
(38)

Оценим слагаемые последнего подынтегрального выра�
жения. Во�первых, рассмотрим первое слагаемое этого подын�
тегрального выражения. Согласно изопериметрическому ус�
ловию (34), т.е. равенству коэффициентов упоров
сравниваемых вариантов, можно установить, что это слагае�
мое равно нулю:

0
1

0 =−∫ ����

��

�� �� . (39)

Во�вторых, обобщенное интегральное равенство Поля�
хова (7) с учетом свойства половинности вызванных скоро�
стей (13) можно представить следующим образом

01
0

1
0
1 =−∫ ����� �	���	�

�

�

�

���������� ββ �� . (40)
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В таком виде стоящий слева интеграл ввиду равенства

последнего нулю допустимо умножить на ( 43 ��π ) и приба�
вить к правой части (38), что с учетом (39) дает

.)cos/cos/

cos/cos/()4/(

)()(

1
0
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0

1
0

1
0
1
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rdrww

wwz
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FVSnFVSn

FVSnFVS

r

n

NN

H

ββ

βπ

Γ+Γ+

+Γ−Γ−=

=Γ−Γ

∫
(41)

Непосредственной проверкой после раскрытия скобок
легко установить, что подынтегральное выражение в правой
части (41) представляет собой произведение

����� �	��� ������������ β0
11

0 −−= ��� ,

где 0
���� −=  – новое распределение циркуляции, для ко�

торого ввиду линейности связи в рамках ОЛМ между 1��  и

�  [см. далее (46)], разность 0
111 ��� ��� −=�  представляет

собой нормальную вызванную скорость от этого нового рас�

пределения циркуляции 0
���� −= . Теперь в этих новых

обозначениях можно переписать (41), т.е. исследуемую раз�
ность, в следующем виде:

rdrwz

kk

FVS

r

n

NN

H

)cos/()4/(

)()(
1

0
1

3

0

βπ ∫ ∆Γ∆=

=Γ−Γ

. (42)

Используя свойство половинности вызванных скорос�
тей (13), предыдущее соотношение можно переписать иначе:

rdrwz

kk

FVS

r

n

NN

H

)cos/()8/(

)()(
1

3

0

βπ ∫ ∆Γ∆=

=Γ−Γ

. (43)

Обобщенное неравенство Поляхова (8) можно обезраз�
мерить делением правой и левой частей на заведомо поло�

жительную величину 3224 ��π , что дает

0
1

>∫ ���� �	�

�

�

�

������ β� при 0≠� . (44)
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Рис.1. Оптимальные законы распределения циркуляции для
двух винтов, работающих в заданном неравномерном поле
скоростей, определенные с использованием условия опти!
мума Прандтля (                    ) и обобщенного условия оптимума
(� � � � �)

Df /0  
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Рис.2. Распределение максимальной кривизны f0/D  сечений
лопасти по радиусу для двух рассматриваемых проектов,
спроектированных с использованием условия оптимума Пран!
дтля (                  ) и обобщенного условия оптимума ( � � � � �)

DP /  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         

 r/R 
  
 

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
0.4 

0.6 

0.8 

1 

1.2 

Рис.3. Распределение относительного шага P/D сечений ло!
пасти по радиусу для двух рассматриваемых проектов, спро!
ектированных с использованием условия оптимума Пранд!
тля (                    ) и обобщенного условия оптимума ( � � � � �)
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r/R VψX/V Vψθ/V b/D e0/D θX, ° 

0,20 -0,688 -0,120 0,1997 0,0497 0,0 

0,25 -0,625 -0,120 0,2500 0,0440 0,0 

0,30 -0,560 -0,120 0,2740 0,0410 0,0 

0,40 -0,453 -0,120 0,3297 0,0332 0,0 

0,50 -0,370 -0,120 0,3649 0,0264 0,0 

0,60 -0,300 -0,120 0,3774 0,0205 0,0 

0,70 -0,245 -0,100 0,3634 0,0160 0,0 

0,80 -0,200 -0,070 0,3170 0,0117 0,0 

0,90 -0,177 -0,030 0,2246 0,0088 0,0 

0,95 -0,170 0 0,1494 0,0077 0,0 

1,00 -0,165 0 0,000 0,0065 0,0 
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Сравнивая (43) и (44) с учетом сказанного о течении с

циркуляцией ��  и соответствующей вызванной скорос�

тью ���   можно утверждать, что

00 >− ���� �� �� �� при 00 ≠− �� . (45)

Это доказывает справедливость (35) и, следовательно,
достаточность полученного ОУО [см.(6) или (33)] для полу�
чения искомого минимума потерь мощности �

�
 при задан�

ном коэффициенте упора �


��



� ���


�
��

Таким образом, получено обобщение теоремы Бетца–
Поляхова на случай «умеренно» нагруженного винта, рабо�
тающего в заданном поле скоростей, с учетом профильного
сопротивления в рамках обобщенной линейной модели.

Окончательное определение оптимального распределе�
ния циркуляции по радиусу кроме ОУО требует использо�
вания метода факторов индукции и решения соответствую�
щего обобщенному условию оптимума сингулярного
интегро�дифференциального уравнения проектировочного
расчета [6, 10]. В рамках ОЛМ для получения этого уравне�
ния надо в ОУО (6) заменить левую часть выражением

���
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+= ∫
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ββπβ

��� 1��� ∈ , (46)

где 1
��  – обобщенный окружной фактор индукции, зави�

сящий по приближенным аналитическим формулам Мор�
гана и Вренча [10, 12] от геометрических параметров
z, βFVS, r/r0, rH/r0; r0 – точка на несущей линии, где начинает�
ся свободная вихревая нить, имеющая интенсив�

ность 0��� �� .

В работах автора и его аспирантов описаны различные
случаи успешного проектирования винтов с использовани�
ем ОУО. Например, в табл.2 приведены исходные данные для
проектов 1 и 2, которые отличаются использованными при
их проектировании условиями оптимума (1 – ОУО, 2 – ус�
ловие оптимума Прандтля). На рис.1–3 даны сравнения рас�
пределений циркуляции для проектов 1 и 2, распределений
максимальной относительной кривизны сечений по радиу�
су для рассматриваемых двух проектов и распределений  от�
носительного шага сечений по радиусу для рассматриваемых
двух проектов соответственно.

За счет лучшей утилизации энергии попутного потока
проект 1, использующий обобщенное условие оптимума, име�
ет более высокое расчетное значение пропульсивного коэф�
фициента, чем проект 2, а именно 0,8741 вместо 0,8557, т.е. на
2,10% больше.

Экспериментальная проверка пригодности ОЛМ и ОУО
с учетом ширины по теории несущей поверхности была вы�
полнена в ЦНИИ им. акад. А.Н. Крылова [13], где испытыва�
лись три модели ГВ, спроектированных с использованием

разработанной на базе обобщен�
ного условия оптимума компью�
терной программы AKPD (ОЛМ,
несущая линия для определения
оптимального распределения
циркуляции по радиусу, несущая
поверхность с распределением
NACA a =  0,8 для определения
шага и кривизны).

В табл.3 приведены получен�
ные данные для трех проектов
[13]. Следует отметить особенно
хорошее согласование расчета с
экспериментом по эффективно�
сти. Экспериментальные значе�
ния коэффициентов упора и мо�
мента оказались на несколько
процентов выше заданного при
проектировании. На рис.4 даны
фотографии одного из ГВ, испы�
танных в опытовом бассейне
ЦНИИ им. акад. А.Н. Крылова.

Рис.4. Модель ГВ №2 из табл.3, которая использовалась в
эксперименте
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 ������ ������ ������ 

AE/A0 0,545 0,545 0,620 

xR/R +0,0648 (r/R=0.7) +0,0800 (r/R=1,0) -0,1093 

θS, deg. +10 (r/R=0,5) 
-21,6 (r/R=1,0) 

+10 (r/R=0,5) 
-21.6 (r/R=1,0) 

+11 (r/R=0,5) 
-23,9 (r/R=1,0) 

J 0,772 0,832 0,772 

KT calc 0,170 0,156 0,179 

η0 calc 0,6741 0,6913 0,6576 

(KT test – KT calc)/KT +3,95 % +6,02 % +8,21 % 

(η0 test – η0 calc)/η0 test +0,19 % +0,62 % -0,99 % 
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Основные характеристики ГВ

Диаметр ГВ D, м ................................................................................................................ 0,25
Частота вращения вала n, Гц .......................................................................................... 30
Относительный радиус ступицы rH/R ...................................................................... 0,2
Количество лопастей Z ......................................................................................................... 5
Дисковое отношение AE/AO ............................................................................................................................ 0,770
Требуемый коэффициент упора KT ....................................................................................................... 0,218
Относительная поступь по скорости судна JV ....................................................................... 1,143
Коэффициент засасывания t ....................................................................................... 0,15
Распределение нагрузки по хорде ......................................................... NACA, a = 0.8
Распределение толщины по хорде ........................................................ NACA�66mod
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Обобщения теоремы Бетца–Поляхова рассматрива�
лись и другими авторами (А.И. Слуцкий, 1940; Burrill,
1944; Г.И. Майкапар, Д.В. Халезов, Л.Я. Крупенин, 1944;
Lerbs, 1952; Yim, 1976). Все указанные обобщения, как
показано в [6], оказались следствием более общего ре�
зультата, полученного выше в рамках теории несущей
линии и обобщенной линейной модели вихревого следа,
когда имеют место присоединенные вихревые нити по
числу лопастей, а свободные вихревые поверхности име�
ют форму правильных геликоидов, но с шагом, отличаю�
щимся от шага переносного движения несущих линий.
Практическая ценность полученного обобщения прежде
всего связана с обобщением на случай работы винта при
«умеренной» нагрузке в заданном радиально неравномер�
ном поле скоростей, содержащем осевую и окружную ком�
поненты [14, 15, 16] (строго говоря, заданное поле счита�
ется потенциальным, но в инженерной практике
приближенно может использоваться и для учета реаль�
ного попутного потока судна).

В качестве наглядной физической интерпретации
можно утверждать что, если винт работает в заданном
радиально неравномерном поле скоростей и при этом
считаются заданными ширина и относительная толщи�
на цилиндрических сечений лопасти, то учет вязкости
не влияет на ОУО (член учитывающий вязкость из ОУО
выпадает). Найденное обобщенное условие оптимума
заключается в постоянстве гидродинамического шага на

бесконечности ( ����		
 =∞�� βπ ). Постоянство индук�

тивного КПД элемента лопасти не является следствием
ОУО в общем случае, но оказывается таковым для изо�
лированного ГВ, рассматриваемого без учета профиль�
ных потерь.

Примеры применения ОЛМ и ОУО для проектиро�
вания соосных ГВ, колеса Грима и Азиподов можно най�
ти в [13–17]. Важное дальнейшее обобщение полученных
результатов было получено автором в работах [18–20] где
рассмотрен случай, часто встречающийся на практике,
когда обобщенное условие оптимума ищется только на ча�
сти лопасти, так как на другой части лопасти распределе�
ние циркуляции или скорости смещения предполагается
заданным. Например, в случае, когда распределение цир�
куляции на концевом участке лопасти задано (с целью
снижения виброактивности), то на оставшемся участке
ОУО сохраняет свой вид [19]. В другом случае, когда не�
сущая линия разбита на два участка, на которых отдельно
заданы соответствующие коэффициенты упора, ОУО ос�
тается справедливым отдельно на каждом участке, при
этом постоянные в правой части оказываются в общем
случае разными [20]. В авторитетном издании [21, с. 93,
105] не совсем правильно трактуется результат работы
[20] для случая, когда на части лопасти задано распреде�
ление скорости смещения. В действительности в этом слу�
чае на оставшейся части лопасти оптимальным является
распределение циркуляции, с точностью до постоянного
множителя совпадающее с оптимальным, соответствую�
щим применению обобщенного условия оптимума на
всей лопасти.
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С.В. Горин, д�р техн. наук, проф.,
О.В. Макарова, аспирант,
«Севмашвтуз» СПбГМТУ

� ля расчета снижения низкочастот�
ных колебаний давления в волно�

водах используются акустические пара�
метры передачи колебаний, а именно:
коэффициенты четырехполюсника
A,B,C,D. Они связывают колебательные
давление pвх и скорость vвх на входе с
давлением pвых и скоростью vвых на вы�
ходе испытуемого элемента через урав�
нения четырехполюсника
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⋅
×=

⋅ ,

где Sвх, Sвых – соответственно площади
входного и выходного сечений иссле�
дуемого элемента гидравлической си�
стемы.

Для определения в частотной обла�
сти коэффициентов акустических четы�
рехполюсников элементов волноводов
был разработан расчетно�эксперимен�
тальный метод [1], обеспечивший дос�
таточную точность при исследовании
колебаний в волноводах.

Для практической реализации ме�
тода определения параметров переда�
чи колебаний необходимо установить
три датчика давления. Два из них устанавливаются сим�
метрично плоскости входного сечения испытуемого эле�
мента волновода, а третий – на расстоянии от входного
сечения, равном половине длины между двумя первыми
датчиками. Условие рвых = 0 с достаточной для практичес�
ких целей  точностью выполняется на границе раздела
вода–воздух [2]. Единственное затруднение  при практи�
ческой реализации предлагаемого метода связано с опре�
делением  действительной части постоянной распростра�
нения g в измерительном участке. Однако при выборе
расстояния l между точками измерения, много меньшим
длины волны  λ, т. е. при условии l<<λ = 2π·с/ω (где ω = 2π·f
– круговая частота; f – частота),  активными потерями на этом
участке можно пренебречь.

Схема стенда для определения параметров передачи по�
казана на рис. 1 [3]. В состав стенда входят испытуемый
элемент 1, возбудительное устройство 2, три гидрофона 3,
два из которых установлены на измерительном участке 4
симметрично плоскости входного сечения 5 испытуемого
элемента, заполненного жидкостью, поверхность 6 которой
лежит в плоскости выходного сечения 7, массивную плиту
8, опирающуюся через виброизоляторы 9 на жесткий фунда�
мент 10. Для удаления  неконтролируемых газовых включе�
ний предусмотрена система прокачки жидкости. Измери�
тельный тракт содержит генератор колебаний 11, усилитель
мощности 12, гидрофон�излучатель 13, предварительные
усилители 14, 15, 16, сумматор 17, фильтры 18, 19, фазометр
20, ЭВМ 21.

После удаления газовых включений путем прокачки жид�
кости и выдержки ее под избыточным давлением стенд готов
к измерениям. Включенный генератор колебаний 11 через уси�
литель мощности 12 приводит в работу излучающий гидро�
фон 13, который возбуждает со стороны входа элемента 1
акустические колебания, воспринимаемые гидрофонами�при�
емниками 3. Электрические сигналы с гидрофонов поступа�
ют на предварительные усилители 14, 15, 16 и далее по изме�
рительному тракту на ЭВМ.

Недостатком метода [1] является необходимость обеспе�
чения по всей длине измерительного участка постоянного
поперечного сечения. С целью сокращения затрат на оснаст�
ку для испытаний, учитывая большой типоряд по внутренне�
му диаметру испытываемых элементов трубопроводных си�

стем, теоретическая часть метода определения параметров пе�
редачи была усовершенствована. В ней стал возможен учет
скачка поперечного сечения измерительного участка, состо�
ящего наполовину из оснастки стенда, а наполовину из ис�
пытуемого элемента.

Используя метод электроакустической аналогии, пред�
ставим измерительный участок  длиной l в виде последова�
тельного соединения двух четырехполюсников – аналогов
двух последовательно соединенных отрезков труб равной
длины l0 = l/2, но с различными площадями поперечных

Рис. 1. Схема стенда для определения параметров передачи
колебаний в волноводах
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 сечений S1 и S2 (рис. 2). Вводя понятие объемной колебатель�
ной скорости V = S·v, запишем

1111��
����� −= ; (1)

1111��
���	� +−= ; (2)

2222��
����� += ; (3)

2222��
���	� += , (4)

где р1,V1 и p2,V2 – колебательные давления и объемные расходы
соответственно во входном (1–1)  и выходном (2–2) сечениях
измерительного участка; рвх,Vвх – давление и объемная скорость
во входном сечении испытуемого элемента (4–4); A1,B1,C1,D1
и A2,B2,C2,D2 – коэффициенты четырехполюсников.

Пренебрегая потерями колебательной энергии в измери�
тельном участке и вводя для упрощения математических вык�
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с помощью которых из уравнений (1) – (4) получим выраже�
ния для расчета давления и скорости во входном сечении (се�
чение 4–4 на рис. 2,а) испытуемого элемента:
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Формулы (5), (6) представляют собой систему двух урав�
нений с четырьмя неизвестными р1,р2,V1,V2, из которых пер�
вые два неизвестных могут быть определены путем прямого
измерения пульсаций давления гидрофонами. Для решения
этой системы выразим V1 и V2 через р1 и р2:
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Используя (5), (7), (8) и учитывая, что колебательная
скорость в выходном сечении 5–5 испытуемого элемента
(рис.2, а) связана с давлением в сечении 3–3 зависимостью

0
���

3
���


�
�

�

�

�

���
⋅−= ρ
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получим алгоритм для расчета параметров передачи испыту�
емого элемента при наличии в измерительном участке скачка
поперечного сечения:
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где р3 – колебательное давление в сечении 3–3.

Если элемент описывается симметричным четырехпо�

люсником, то параметр �� �� = ; если несимметричным, то

��  определяется по формуле (10), но при испытаниях необ�

ходимо поменять входное сечение с выходным, а выходное с
входным.

И, наконец, по двум найденным параметрам определяем
третий:

S

SS
S B

DA
C

1−= . (12)

При S1 = S2 формулы (10), (11) преобразуются к форму�
лам, полученным в [1]:
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Для оценки влияния скачка поперечного сечения в из�
мерительном участке на результаты испытаний определим

Рис. 2. Измерительный участок l в виде двух четырехполюсников
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соотношения между параметрами передачи, определенными
по формулам (10), (11), (13), (14):
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Преобразуем (16) с учетом (13) и (14) к виду
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Зависимость относительной погрешности определения

параметра передачи  �� от отношения  площадей попереч�

ных сечений в измерительном участке до и после скачка пред�
ставлена на рис. 3. Откуда видно, что чем больше скачек, тем

выше погрешность определения параметра �� :
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Погрешность определения параметра  �� при наличии

скачка поперечного сечения в измерительном участке в соот�
ветствии с (15) зависит не только от соотношения площадей,
но также от параметров передачи испытуемого элемента и от
частоты колебаний. Проиллюстрируем это на примере отрез�
ка прямой трубы длиной L = 2 м при длине измерительного
участка l = 0.1 м, отношение  площадей поперечных сечений в
измерительном участке до и после скачка S1/S2 = 0,9.

В этом случае формула (15) при kl<<1 преобразуется к
виду
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На рис. 4 показаны зависимости величин LkL 
	
,
от частоты и зависимость относительной погрешности оп�
ределения параметра  �� от частоты. Из рис. 4,б видно,

что наибольшая погрешность определения  �� при нали�
чии в измерительном участке скачка поперечного сечения
имеет место в окрестности частот, при которых 
�tg →0.
Причем величина погрешности в этих диапазонах частот
будет тем меньше, чем ближе к единице будет отношение
S1/S2. В других областях частот скачок поперечного сече�
ния в измерительном участке практически не влияет на
точность определения параметра �� .

Таким образом, из изложенного выше следует, что на�
личие скачка поперечного сечения в измерительном учас�
тке экспериментального стенда влияет на результаты ис�
следований параметров передачи колебаний элементов
трубопроводных систем. Это следует учитывать при рас�
чете параметров передачи путем использования аналити�
ческих выражений (10) и (11). Экспериментальная провер�
ка метода определения параметров передачи элементов
гидросистем показала, что точность определения  искомых
параметров достаточно высока и он может быть использо�
ван для решения как инженерных, так и научно�исследо�
вательских задач.
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Рис. 3. К оценке погрешности определения параметра А = D

Рис. 4. К оценке погрешности определения параметра В
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А.Н. Калмыков, канд.техн.наук, доцент, СПбГМТУ

�лектрохимические энергоустановки
(ЭХЭУ) обладают рядом неоспори�

мых достоинств [1], приобретающих
особую ценность на автономных объек�
тах, имеющих ограничения по запасам
хранимых энергоносителей или по ин�
тенсивности создаваемых физических
полей. К числу таких объектов относят�
ся разнообразные транспортные сред�
ства, в частности морские,  особенно
подводные.

У специалистов в этой области энер�
гетики сложилось устойчивое мнение о
целесообразности применения ЭХЭУ с
водородно�кислородными топливными
элементами (ТЭ) [2–5], сформировавше�
еся на основе известных дополнитель�
ных преимуществ использования водо�
рода в качестве топлива. Эти
преимущества обусловлены высокой
удельной массовой энергетической цен�
ностью водорода, высоким КПД ТЭ это�
го типа при низком уровне температуры
в зоне токообразующих реакций, а также
тем, что в результате их функционирова�
ния образуется лишь химически чистая
вода.

Технологии производства водорода
достаточно хорошо освоены «большой
химией» и имеют практически неогра�
ниченную сырьевую базу. Однако низ�
кая плотность газообразного водорода,
низкая температура его ожижения, а так�
же высокая пожаровзрывоопасность в
сочетании с негативным воздействием
на свойства многих конструкционных
материалов ставят на первый план про�
блемы разработки эффективных и безо�
пасных систем хранения или получения
водорода, а также его подготовки к ис�
пользованию в ТЭ на борту автономных
транспортных средств – именно эти
проблемы сдерживают развитие транс�
портной водородной энергетики [6].

В настоящее время различные ме�
тоды хранения (аккумулирования или
получения) водорода находятся на раз�
ных стадиях реализации, включая про�
мышленно освоенные технологии (га�
зовые баллоны, контейнеры для
жидкого водорода), пилотные и полу�
промышленные системы хранения (ме�
таллогидриды), а также эксперимен�
тальные разработки, технический и
коммерческий потенциал которых пока
остается неясным (углеродные нанома�
териалы и др.).

За последние 15–20 лет значитель�
ный прогресс был достигнут в улучше�
нии массовых и объемных показателей
традиционных методов хранения водо�
рода: композитных газовых баллонов
давлением до 70–80 МПа (до 13 масс. %
водорода), а также криогенных систем
хранения жидкого водорода, массовая
емкость которых достигает 20% для мо�
бильных мелкомасштабных и превыша�
ет 50% для крупномасштабных храни�
лищ. Металлогидридные системы
хранения водорода наиболее привлека�

тельны в отношении безопасности и
компактности и могут быть востребо�
ваны в стационарных и автономных
приложениях, где массовый показатель
системы хранения водорода не являет�
ся критичным.

Однако эти достижения и их пред�
видимые улучшения не позволяют рас�
считывать на удовлетворительное реше�
ние проблемы обеспечения водородом
ЭХЭУ транспортных средств, в особен�
ности предназначенных для длительно�
го автономного функционирования при
жестких ограничениях на массу, габа�
риты и другие собственные ресурсы.

На очередном витке пересмотра из�
вестных методов получения водорода на
борту автономного подводного объекта
формальный анализ неизбежно приво�
дит к выводу о целесообразности ис�
пользования гидролиза металлов, а еще
лучше – их гидридов [7–10]. При этом
система генерации водорода рассматри�
вается обособленно от комплекса (энер�
гоустановки), в составе которого она
предназначена функционировать, не го�
воря уже об отсутствии учета эффектив�
ности функционирования этого комп�
лекса в составе суперкомплекса –
корабля. Такой подход не случаен. Он
обусловлен, с одной стороны, остротой
стоящей проблемы, а с другой – не ме�
нее острым желанием найти ее универ�
сальное решение в рамках локальной
оптимизации (на уровне рассматривае�
мой системы).

Вместе с тем современный уровень
исследования и разработки общих ме�
тодов анализа сложных технических си�
стем, методов оптимизации судового ма�
шиностроительного оборудования и
систем морской техники [11] позволяет
выявить и обосновать целесообразность
иного подхода к поиску удовлетвори�

тельного решения на основе имеющего�
ся научно�технического задела, немед�
ленная реализация которого не имеет
препятствий, обусловленных необходи�
мостью проведения дополнительных
исследований с не вполне определенны�
ми результатами.

Так, например, простое сопоставле�
ние характеристик процессов получения
водорода в результате осуществления
реакций взаимодействия металлов с во�
дой, несомненно, свидетельствует в
пользу алюминия по сравнению с маг�
нием: трехвалентный алюминий, име�
ющий атомную массу 26,98 а.е.м., по�
тенциально позволяет получить 1 кг
водорода на каждые 9 кг находящегося
на борту алюминия, в то время как рас�
ход двухвалентного магния (24,31 а.е.м.)
для получения 1 кг водорода составляет
около 12 кг. Если исходить из не вполне
корректного предположения о 100%�ном
использовании алюминия для получе�
ния водорода, то его удельный расход
можно оценить в 0,38–0,42 кг на 1 кВт·ч
электрической энергии, получаемой
в водородно�кислородном ТЭ, работаю�
щем при выходном напряжении
0,9–0,8 В (рис. 1). Это неплохой показа�
тель. Однако для осуществления реакции
гидролиза алюминия с представляющей
практический интерес интенсивностью
требуется создание специальных усло�
вий (значительное повышение темпера�
туры и давления либо изменение ионно�
го состава водного раствора с
использованием опасных химических
соединений высокой концентрации).

В отличие от алюминия магний
(или спав на его основе с небольшими
добавками легирующих элементов) до�
статочно активно окисляется в водном
растворе нейтрального электролита в
качестве растворимого анода в составе
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так называемых водоактивируемых ис�
точников тока. Химические источники
тока (ХИТ) системы Mg – H2O (катали�
затор) устойчиво функционируют в ши�
роком диапазоне изменения парамет�
ров (от близких нормальным
физическим условиям до давления в не�
сколько десятков мегапаскалей и темпе�
ратуры в несколько сот градусов Цель�
сия). Особенности функционирования
этой системы в лабораторных и морских
условиях, методы повышения ее удель�
ных характеристик были детально изу�
чены в ходе совместных работ ЛКИ,
СКБК, ЦНИИ им. акад. А.Н. Крылова,
ЦНИИ КМ «Прометей» и других в 80�х
– начале 90�х гг. ХХ в. [3, 4, 12–16]. Были
созданы образцы силовых источников
тока (погружного и наливного типа),
успешно прошедшие морские испыта�
ния, выполненные при содействии
ИПМТ ДВО АН СССР на глубинах до
2 км, и лабораторные исследования при
давлении до 60 МПа.

ХИТ системы Mg – H2O (катализа�
тор) при условиях, близких к нормаль�
ным, и концентрации электролита око�
ло 0,5 N (по NaCl) имеет относительно
скромные характеристики: при плотно�
сти тока приблизительно 200 А⋅м�2 раз�
ность потенциалов между электродами
составляет всего около 0,4 В. При этом
термодинамический КПД преобразова�
ния химической энергии в электричес�
кую несколько больше 20 %. Эти пока�
затели могут быть улучшены путем
изменения условий осуществления
электрохимических реакций. Однако,
важнее другое:

– функции окислителя, электроли�
та и теплоносителя выполняет водный
раствор нейтрального электролита не�
высокой концентрации (например, хло�
ристого натрия) или морская вода;

– в качестве анода служит листовой
прокат сплава на основе магния, не тре�
бующий создания особых условий при
длительном хранении;

– инертный (нерастворяющийся в
ходе электрохимических реакций) ка�
тод не содержит драгоценных или дефи�
цитных металлов;

– система готова к приему электри�
ческой нагрузки сразу после заполне�
ния электролитом межэлектродного
пространства анодно�катодных сборок;

– скорость протекания электрохи�
мических реакций определяется силой
тока во внешней цепи (действующей на�
грузкой), а при ее размыкании скорость
саморастворения анода невысокая и
быстро прекращается при удалении
электролита из межэлектродного про�
странства;

– при работе системы происходит
выработка водорода, скорость которой
определяется действующей электричес�
кой нагрузкой, и соответствует суммар�
ной реакции

Mg + 2 H2 O → Mg (OН)2 + H2 . (1)

При использовании образовавшего�
ся в ходе этой реакции водорода в каче�
стве восстановителя в водородно�кисло�
родных ТЭ получается комбинированная
электрохимическая энергоустановка,
включающая в свой состав две электроге�
нерирующие системы. При этом первая
из них (Mg – H2O) наряду с выработкой
электроэнергии, используемой на полез�
ные нужды, выполняет функцию получе�
ния водорода для второй электрогенери�
рующей системы (H2 – O2).

Далее (на этапе предварительного
анализа) предполагается, что обе элек�
трогенерирующие системы работают
на стационарном режиме одновремен�
но и что весь генерируемый первой си�
стемой водород полностью потребляет�
ся второй.

Выработка электроэнергии комби�
нированной ЭХЭУ в единицу времени

Nэл = Nэл1 + Nэл2 = U1 I1 + U2 I2, (2)

а расходы реагентов (магния и водоро�
да, моль⋅с�1):
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)1( +
= , (4)

где U1 и U2 – средние значения напря�
жения на выводах ТЭ систем Mg – H2O
и H2 – O2, соответственно, В; I1 и I2 –
суммарная сила тока, генерируемого
ТЭ каждой системы, соответственно, А;
ηF – фарадеевский КПД системы
Mg – H2O; Kр – коэффициент, учитыва�
ющий технологические потери водоро�
да; F – число Фарадея, Кл/г�экв.

Ввиду того, что при гидролизе одно�
го грамм�атома магния образуется один
моль водорода, а z1 =z2 = z = 2 г�экв./моль,
должно выполняться условие

M1 = M2 = M, (5),

откуда
I1= I2 (1+Kр) ηF (6)

и

( ) FMz
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η

η 
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
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+=
1

2
1 , (7)

а удельный расход магния составит

zFUKU

K
b

F�

�

])1([

)1(3600
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1
1 ++

+
=

η
µ

,       (8)

где µ1 – атомная масса магния, кг/г�атом.
На рис. 2 представлена зависимость

удельного расхода магния от напряже�
ния U2 между электродами водородно�
кислородного ТЭ комбинированной
ЭУ упомянутого состава (при Кр = 0 и
ηF = 0,6) для ряда значений напряжения
U1 на электродах ТЭ системы Mg – H2O
(катализатор). Верхняя линия
(U1 = 0,0 В) соответствует использова�
нию магния лишь в качестве исходного
вещества для генерации водорода по ре�
акции (1), который используется в водо�
родно�кислородном ТЭ. Нижележащие
линии соответствуют комбинированной
выработке электроэнергии обеими элек�
трогенерирующими системами. По мере
повышения эффективности работы си�
стемы Mg – H2O (катализатор), т.е. с
увеличением U1, удельный расход маг�
ния заметно снижается. Видно, что эко�
номия расхода магния от использова�
ния комбинированной системы при
реально достижимых значениях U1 и U2
может быть оценена в 25–30 %.

Графики рис. 3 иллюстрируют вли�
яние фарадеевского КПД на удельный
расход магния в интервале наиболее ве�
роятных значений U1 и U2. Влияние это�
го фактора проявляется относительно
слабо, так как водород, образующийся
по реакции (1), в ходе токообразующих,
и в ходе конкурирующих процессов за�
тем используется в водородно�кисло�
родном ТЭ.

Из графиков, представленных на
рис. 2 и 3, видно, что в энергоустановке
с комбинированной электрогенерирую�
щей системой удельный расход магния
можно оценить в 0,35–0,44 кг/(кВт·ч)
при U2 = 0.9–0,8 В, т.е. по этому показа�
телю Mg оказывается не хуже Al.

Рис. 1. КПД водородно
кислородного ТЭ при нормальных условиях (1), удельный рас

ход водорода (2) и алюминия, необходимого для его получения (3), в зависимости от
выходного напряжения водородно
кислородного ТЭ
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Далее следует принять во внима�
ние, что в комбинированной ЭХЭУ во�
дородно�кислородные ТЭ вырабатыва�
ют только часть необходимой
электрической энергии. Другая часть
вырабатывается системой Mg – H2O
(катализатор). Ее можно оценить по
формуле

( )
1

2
11

1

1

−












⋅+

+⋅=
Fp��

��

K

U
UU

N

N

η . (9)

Видно, что при указанных выше
условиях она может составлять от 21 до
33 % (рис. 4). Это позволяет снизить
электрическую нагрузку водородно�
кислородных ТЭ (с соответствующим
увеличением их КПД) либо уменьшить
их число в составе комбинированной
ЭХЭУ. В любом случае достигается
ощутимая экономия кислорода, позво�
ляющая заметно снизить массу системы
его хранения на борту.

Сопоставляя предложенную ком�
бинированную электрохимическую си�
стему с энергоустановкой, в которой
получение водорода на борту осуще�
ствляется гидролизом алюминия, мож�
но отметить следующее.

При одинаковой энергоемкости
масса хранимых на борту запасов маг�
ния и алюминия примерно одинаковы,
но при этом магний хранится и исполь�
зуется в виде изделий, выполненных из
листового проката с плотностью около
1700 кг·м �3, а алюминий в виде порош�
ка, насыпная плотность которого мень�
ше примерно в 2 раза.

Для транспортировки, складирова�
ния и хранения на борту алюминиевого
порошка необходимо использовать гер�
метичные контейнеры, заполненные
инертной средой, а листовой магний
требует лишь защиты от воздействия аг�
рессивных сред. Для окисления алюми�
ния водой необходим реактор, работа�
ющий под давлением около 20 МПа при
температуре более 300 оС, либо реактор,
в котором используется раствор щело�
чи высокой концентрации, запасы ко�
торой также необходимо хранить на
борту. В обоих случаях система генера�
ции и подготовки водорода к использо�
ванию в ТЭ превращается в опасный
комплекс со сложной системой регули�
рования. Система Mg–H2O (катализа�
тор) может функционировать в среде
нейтрального электролита, как при нор�
мальных условиях, так и при значитель�
ном отклонении от них (по давлению и
по температуре), что позволяет полу�
чать водород с требуемым влагосодер�
жанием в контейнере, рассчитанном на
небольшое избыточное давление (при
этом не исключено его размещение вне
прочного корпуса). Присущее комбини�
рованной ЭХЭУ свойство саморегули�
рования (скорость генерацию водорода
пропорциональна электрической

Рис. 2. Удельный расход магния в комбинированной электрохимической системе
при ηηηηηF = 0,6 системы Mg – H2O

�
�
�

��������	
⋅��

Рис. 3. Удельный расход магния в комбинированной системе Mg – H2O + H2 – O2
при различных значениях фарадеевского КПД

�
�
�

��������	
⋅��

Рис. 4. Доля электроэнергии, вырабатываемой системой Mg – H2O
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нагрузке) существенно упрощает управ�
ление энергоустановкой при маневри�
ровании мощностью.

К этому следует добавить упомя�
нутую выше возможность суще�
ственного снижение массы хранимо�
го на борту кислорода,  а также
постоянную готовность системы
Mg–H2O к практически мгновенно�
му приему одной трети номинальной
нагрузки ЭХЭУ после сколь угодно
длительного хранения. По реакции
(1) образуется гидроокись магния в
виде мелкодисперсных частиц, не
проявляющих свойств абразивного
материала.

В связи с изложенным представля�
ется, что имеются достаточно весомые
аргументы в пользу необходимости бо�
лее детальной проработки вопросов
применения предложенной комбини�
рованной электрохимической системы
в составе ЭХЭУ подводного техничес�
кого средства.
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канд. техн. наук, ОАО «Инженерный центр судостроения»
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Рис. 1. Скоростной катамаран экологического контроля окружающей среды
«Россия» пр.23107Э.1 (СК)
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Рис.3. Автомобильно/пассажирский паром «Tallink» (BС)

Рис.4. Волнопронзающий автомобильно/пассажирский паром «Соndor» (WPC)
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Рис.6. Изменение удельной мощности катамаранов в зависимости от дедвейта и скорости:
а – традиционные катамараны (СК) и катамараны м бульбовой носовой оконечностью (ВС);
б – катамараны с подводными крыльями (СКПК);   в – волнопронзающие катамараны (WPC)




